Subdyfuzja w uktadach membranowych

Tadeusz Kosztotowicz

Institute of Physics, Jan Kochanowski University,
ul. Swietokrzyska 15, 25-406 Kielce, Poland,

tadeusz.kosztolowicz@ujk.edu.pl

Miedzy teorig a zastosowaniami — matematyka w dziataniu
Bedlewo, 16-22 czerwca 2013 r.



Spis tresci

@ Pochodne utamkowe

© Pochodne utamkowe wykorzystywane w réwnaniach subdyfuzji

© Dlaczego subdyfuzja jest opisywana przez réwnania rézniczkowe
z pochodna utamkowa?

@ Rownania dyfuzji anomalnej z pochodnymi utamkowymi
© Numeryczna metoda rozwiazywania réwnania subdyfuzji

@ Subdyfuzja w uktadzie membranowym

@ Czy réwnania nieliniowe moga zastapi¢ réwnania utamkowe w
opisie subdyfuzji?



Pochodne utamkowe

Pierwsza préba - rézniczka rzedu 1/2

List Leibniza do de I'Hospitala (1695)
d*?x = xVdx : x




Pochodne utamkowe

Przepis na pochodng rzedu utamkowego (dodatniego)

o Bierzemy wyrazenie zwigzane z pochodng rzedu naturalnego

n,

@ zamieniamy n — «, o > 0,

@ zamieniamy n! = (1+n) — (1 + «).
Kazdy operator, ktéry zawiera parametr « i ktéry dla e = n
odpowiada operatorowi, ktéry charakteryzuje pochodna rzedu n,
moze by¢ traktowany jako operator pochodnej utamkowe;j
dodatniego rzedu.




Pochodne utamkowe

Przepis na pochodng rzedu utamkowego (ujemnego)
@ Pochodna rzedu —1 to catka [ f(x)dx,

@ bierzemy wyrazenie zwigzane z powyzszg catka i zamieniamy
n—a a<0,

@ zamieniamy n! =T(1+4n) - (1 — «).

Kazdy operator, ktéry zawiera parametr « i ktéry dla oo = —1
odpowiada cafce oznaczonej, moze by¢ traktowany jako operator
pochodnej utamkowej ujemnego rzedu.




Pochodne utamkowe

Pochodna Lacroix

Klasyczne wyrazenie:

m,ne N, m> n.

Pochodna Lacroix (1819)

dox™ (14 m)

dx® M1+ m-aw)

m—oa




Pochodne utamkowe

Pochodna Hadamarda

Klasyczne wyrazenie:

Pochodna Hadamarda (1892)
d*f(x) = T(k+1)

dx® = T(k+1-a)




Pochodne utamkowe

Pochodna Fouriera

Klasyczne wyrazenia:

f(x) = % /OO f(u)du /OO cos[z(x — u)]dz ,

—00 —00

TI — [ s [~ 2ncoslo(x — ) + Sl

Pochodna Fouriera (1822)

d*f(x) _ 1 /°° f(u)du/oo 2%cos(z(x — u) + %““]dz'

dxn 2« — —63




Pochodne utamkowe

Pochodna Liouville’

Klasyczne wyrazenie:

d

dn
e;(i)r(’ax) = a"exp(ax) .
Pochodna Liouville'a (1832)
(0%
76/ =@ = a“exp(ax) .

dx®




Pochodne utamkowe wykorzystywane w réwnaniach subdyfuzji

Pochodna Grunwalda—Letnikova

df (t . f(t) — f(t — At
d(t) = lima¢—o (&) A(t ),

uogélniajac powyzszy wzdr na n-ta pochodna otrzymamy

Ym0 (~1) gt f(t — kAt)
(At)”

d"f(t)
dt"

= lima¢ o

Pochodna utamkowa Griinwalda—Letnikova (1867)

ad:;(t) i (t - a>°‘ Z (_Dk(cz) . (t L

k=0

gdzie (}) = priany: At =72

a

l

).




Pochodne utamkowe wykorzystywane w réwnaniach subdyfuzji

Pochodna Grunwalda—Letnikova

Wykorzystujac relacje 1/T(—n) =0, n=10,—-1,-2,... tatwo
sprawdzi¢, ze dla ae = n powyzsze wzory zgadzaja sie. Dla
ujemnego rzedu pochodna definiowana jest wzorem

LAdOf(t) t—a)\® e t—a

dt_a_hm,_,oo< I_ ) > (-1) " f(t—k I_ >
k=0

gdzie (CZ) = w, a > 0. Dla a =1, wzér przyjmuje

—il
postac catki oznaczonej Riemanna ddxif(lt) = [Lf(t)dt .




Pochodne utamkowe wykorzystywane w réwnaniach subdyfuzji

Pochodna Riemanna-Liouville’a

dof(t) 1 dn gt o
2 S = I_(n_O[)an/a (t — )" Lf(¢)dt

gdzie n jest najmniejsza liczba naturalng spetniajaca warunek
n>a,

ad;tafa(t) _ r(la) /at (t _ tl)aflf(t/)dtl )




Pochodne utamkowe wykorzystywane w réwnaniach subdyfuzji

Pochodna Riemanna-Liouville’a

Podajmy przyktady ilustrujace wtasnosci pochodnych utamkowych
odmienne od pochodnych rzedu naturalnego. | tak np.

A(t—aP  F(p+1)
dtp - M(p—a+1)

(t—a),

gdzie p > —1. Wzér ten, zastosowany do funkgji statej, daje

A1 1
dtp T(1—a)

(t—a) .

Pochodna utamkowa iloczynu funkcji wyraza sie wzorem

2d[F(D)g()] o~ (o) 2d* 'F(t) d'g(t)
dta _Z<k> dta=i dti

i=0




Pochodne utamkowe wykorzystywane w réwnaniach subdyfuzji

Pochodna Riemanna-Liouville'a - transformata Laplace'a

LEF(8)} = F(s) = /0 el }
a=>0
dF() ) an, .\ e= o dORIE(2)
S =t - | J
O<a<l |[f(th <A te]o,t],
L { do;ig{t) } = s%f(s) . J

de— 1f( A 1
= (t =t *f(tdt < =t 7.
dto—1 1—a)/ (t)at r1-o)




Pochodne utamkowe wykorzystywane w réwnaniach subdyfuzji

Pochodna Caputo

dgf(t) 1 /t Na—1 dn / /
= —— t—t)” f(tdt .
dt> M) /s ( ) il (t)

Zwiazek pomiedzy pochodnymi RL i Caputo wyraza sie wzorem

def(t) d f(t)
= E 0]
dte dta kasa(t) = o’
gdzie
t9
=Lt t>0,
¢q+1(t) = { I'(q0+1)t <0

Transformata Laplace’a pochodnej Caputo wyraza sie wzorem

def(t) T a1 dF(2)
L{ Cdta } Z . dtk

t=0




Dlaczego?

PHYSICAL REVIEW B VOLUME 12, NUMBER & 16 SEFTEMBER 1975

Anomalous transit-time dispersion in amorphous solids

.y Scher
e Weser A Cone, 000 0 Phllps Road, Webser, New York 14390

Elliott W, Montroll
Institute for Fundamenial Studies,® Depariment of Physics and Asironomy, Universicy of Rochesier, Rochester, New York 14627

(Received 13 January 1975)
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Dlaczego?

o) ' My

Green's function

) n The initial condition
N—oo N G(x,0;x0) = d(x — x0) -




Dlaczego?

Funkcja Green'a

t
Golx, t; 0):/O 8(t — t)Q(x, t'; 0)dt’ |

gdzie Q(x,t') oznacza, ze czasteczka - startujac z punktu O -
przeskoczyta do punktu x po raz ostatni doktadnie w chwili t/,
¢(t — t') jest prawdopodobienstwem tego, ze w przedziale
czasowym t — t’ czasteczka nie zmienita swojego potozenia.

QUx, ') = > Wi(#)my(x)

Jj=0

gdzie W;(t’) jest prawdopodobienstwem zdarzenia, ze w przedziale
czasowym (0, t') czasteczka wykona j krokdéw, nj(x) -
prawdopodobienstwo tego, ze dotarcie do punktu x zostanie
dokonane takze w j krokach.



Dlaczego?




Transformata Fouriera

F(k) = F{f(x)} = /o:o exp(—kx)f(x)dx

F {/OO f(x)g(x — x’)dx'} = F(K)&(k) ,

— 00

Transformata Laplace'a




Dlaczego?

G(x, £;0) = /tqb(t— £)Q(x, t'; 0)dt’
’
Q) = 2 Vil G(k,5:0) = B(s)Q(k, )
vi(t) = /Otw(t _ tl)\Ujfl(t/)dt, Q(k,s) :JZ_(:)‘UJ'(S)IAU(I()
Vi(t) = w(t), Ui(s) = &/(s)
hi(k) = N (k)
A(x —x")n dx’ R _ Bl
/ nj—1(x) ¢(s):1 (s)
o) = 6(x) :
o) =1- [(w()or = [~ uf




Dlaczego?

Zakfadajac &(s)A(k) < 1 otrzymujemy




Dlaczego?




Dlaczego?

a(s) w175, MK~ 1= Tk

Glk,10) = 5 -




Dlaczego?

" 1

Wykorzystujac odwrotne transformaty

F~'{exp(—k*/(4a))} = \/jeXp(_aXz) ’

e b e

otrzymamy

X2

e 4Dt |

G(x,t;0) =

2V Dt



Dlaczego?

sG(k,s;0) —1=—Dk>G(k,s;0)

2 X
FHRFy = T Frny = 660 = G t0)lesg
L sHs) - F(0)) = T
dG(x,t;0)  _02G(x,t;0)
ot =b Ox?2 '

C(x,t) = /A G(x,t;x0)C(x0,0)dxp -
G(x,0;x0) = d(x — xp)

oC(x,t) D82C(X, t)
ot Ix?




Dlaczego?

Funkcja Greena dla subdyfuz;ji

i

~ 0'2
O(s) 1 —7Tas®, Ak)~1— 7k2

do
(1) = — 52|

jednostronnego rozktadu a-—stabilnego.

= 00. @(s) = e 75", co jest transformata

T. Kosztotowicz, J. Phys. A: Math. Gen. 37, 10779 (2004).

v _—as 1 a g
L~ 1{5 e }_ fﬁ(t a t1+u Z klr kﬁ—y) (t‘ﬂ> )

gdzie a, 8 > 0.

_ _sin(mu)l(1+u)

Wykorzystujac wzér r(iu)

zauwazymy, ze

w(t) ~ Tasin(ma)M (1 + «) —(at1)

s



Dlaczego?

Funkcja Greena dla subdyfuz;ji

Transformata funkcji Green'a

1

Glhksi0)=p o s

gdzie D, = 02/(27,) jest wspétczynnikiem subdyfuzji.

Korzystajac ze wzordéw

1 1
-1)__ - \_ - —a|x|
F { k2 4 32 } 2a° ’

a>0,

1 x|
G(x,t,0) = ﬁfam—l,ah (t; \/D—a> .
W przypadku, w ktérym potozenie poczatkowe xp jest dowolne,
proces opisany jest przez powyzsza funkcje po dokonaniu w niej
zamiany |x| — |x — xo.



Dlaczego?

Funkcja Greena dla subdyfuz;ji

6,0
5,5 ¢

5,0 4 —1.0
——09
4,5 ——0.7
4,0

——0.5

>-0.3

3,54

G,(x,t;0)

Rysunek : Funkcje Green'a dla réznych wartosci parametru o podanych w
tabelce, &« = 1 odpowiada dyfuzji normalnej, w kazdym przypadku
D = 0.001, t = 500.



Dlaczego?

Réwnanie subdyfuzji

Réwnanie subdyfuzji z pochodng Reimanna-Liouville’a
sG(k,s;0) — 1= —Dys' k%G (k,s;0) .

oC(x,t) B 01~ 92C(x, t)

= Dqy s 1.
ot otia  0x2 USSEIS

al—a l-a _aC(Xv t)
L{alaC(X t)}—s C(XS) 8[‘7_&

t=0

. o 02C(x,s) = 97 02C(x,t)
— = 1 @ 2 - -
sC(x,5) = C(x,0) = Das' ™ —— 5= = Doz = —5

t=0




Dlaczego?

Subdiffusion equations

Réwnanie subdyfuzji z pochodng Caputo

s Go(k,s;0) — s* ' = —Dak®Go(k, 5;0) ,
€o*C(x, t) *C(x, t)

Bre ~ De gy

a€(0,1),

C qa
L{W} = *8(x,5) = s*1C(x,0), O<a<l.

9%C(x,s)

o 7 a—1 M
s“C(x,s) —s* " C(x,0) = D EM2




Réwnania dyfuzji anomalnej z pocl

Dyfuzja anomalna

Sredni kwadrat dtugosci przemieszczenia czasteczki
(Dx2(t))

(Ax2(t)) = D,t%,
where

@ « — parametr dyfuzji anomalnej,

2.~

s .

e D, — wspdtczynnik dyfuzji anomalnej, [Dy] = m

Klasyfikacja dyfuzji «

e 0 < a < 1 — subdyfuzja,

@ o = 1 — dyfuzja normalna,

@ « > 1 — superdyfuzja.




Réwnania dyfuzji anomalnej z pocl

Dyfuzja anomalna i subdyfuzja

° e — Py
’ . .
o(t-t) Mogx)
(X(x)) < o0 (N(x)) < o0 (X(x)) = o0
(w(t)) < oo (w(t)) = o0 (w(t)) < o0
dyfuzja normalna subdyfuzja superdyfuzja
aC _ pd’C aC _ p o7 9°C ac _ p.aP¢c
ot —  ax2 ot — T%tl-a 9x2 ot — B 9xB
A(x) ~ eX2 /20 A(x) ~ e /20 A(x) ~ 0B x| =18
x| >0, 1<B <2
w)~e T |~ (3)7T e>n0<ac<t w(t) ~ e

Sredni kwadrat dtugosci przemieszczenia (Ax?(t)) dla subdyfuzji

2y 2Dq
gdzie e = M1+ o)

@ D, — wspétczynnik subdyfuzji, @ [(z) — funkcja Gamma.

t*, for 0<a<l,




Numeryczne rozwigzanie rownania subdyfuzji

C aa [27]
%ﬁ = AliTO(At)fa Z(—l)r (‘:) f(t— rAt) — ﬁf(o)

r=0 a)

Rozwigzanie numeryczne

(Af)a
+D, (Bx) [C(x+ Ax,t — At) — 2C(x,t — At) +

+C(x — Ax,t — At)] + C(x,0)

telr (1 — )




Rozwigzanie analityczne

Co“C(x,t) =~ 8*C(x,t)
ot ox2
rozwiazanie z warunkami brzegowymi

G, x<0,
C(X,O):{ 00 X?O

jest nastepujace

Go— S HYY <(‘X)2/a

Y/t

1 1
0 2/a)’ x<0,
C(x,t) =

Co 10 x2/ e
o 1111 (Di/at

gdzie H oznacza funkcje Foxa

K
2/ 1 1 2 > 1 X
e 2 - ~
11 <D3X/at 0 2/a a; kIl (1 — ka/2) \/Di”‘”

11
0 2/a>’ x20,
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Rysunek : The concentration profiles C(x, t) calculated for o = 0.2, D. =02,
ts,max = 50 and with different memory length L = 50(<>), 40(A), 30(c), 20(V),
10(0) i 5(x); continuous line represents the exact analytical solution. K.D.
Lewandowska, T. Kosztofowicz, Acta Phys. Pol. B 38, 1847 (2007)



Comparision with the experimental data

T. Kosztotowicz, K. Dworecki, S. Mréwczyiniski, Phys. Rev. Lett. 94 (2005) 170602,
Phys. Rev. ET1 (2005) 041105.
(&

The initial condition

|
] [ _ G, x<0,
:: Co(x,0) = { 0, x>0.
Near membrane layer

|

|
(0! »} !

\ C(6,t) =rC(0T,t) .
(s, v !

L
0 3 x

2/
. 2C0 bl 10 X 1 1
C(Xa t)_ o b17b2H11 Dat& 0 2/0( ]

a/2
8(t) = A(a, Da,r) t*? | A(a,Da, k) =V Da {(Hff)l <a;‘ (1) 2/014 ﬂ ’

where

10 ﬁ‘ 1 1 ) paltv)/8 (,i)k
H“( t | 1+v)/B 1/8 titv Zkll'( kB -y \ t8) =

Co




Comparision with the experimental data

5 [mm]

T
1000
t[s]
The experimentally measured thickness of

T
2000

near-membrane layer over time §(t) for glucose

with k = 0.05(0), x = 0.08(0), and

k = 0.12(A) and for sucrose with xk = 0.08(0)

on log-log scale. The solid lines represent

function At945, the dotted lines correspond to

the function At%-50,

i(t)=A (a, Da,fi) /2

5E(t) = AEl"Y

For glucose

Ar =0.091 £0.004 for &k =0.05
v =0.45

Ag =0.081 +£0.004 for x =0.08
v =0.45

Ag =0.071 £0.004 for x=0.12
v = 0.45

~ a =0.90
Dg.g0 = (9.8i1.0)><10*4 mm2/50-90

For sucrose

Ae = 0.064 £0.003 for x =0.08
v =0.45
. a=0.90

Do.90 = (6.3+0.9)x 10 4 mm2/soA90



Uktad dwumembranowy

PHYSICAL REVIEW E 86. 021123 (2012)

Subdiffusion in a system with thin membranes

Tadeusz Kosztolowicz™ and Kazimierz Dworeckif
Institute of Physics, Jan Kochanowski University, ul. S’wigml{r';\'skﬂ 15, 25-406 Kielce, Poland

Katarzyna D. Lewandowska*
Department of Radiological Informatics and Statistics, Medical University of Gdansk, ul. Tuwima 15, 80-210 Gdansk, Poland
(Received 13 June 2012 published 20 August 2012)
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Uktad dwumembranowy

Cylx.t)

Co[l — %}‘lm/zﬂ: :;Dl;)] X € (x1.a),
= { Cp, x € (a,b),
Co[l = P85 fran(t: 552)]. x < (b,

Cohall) X —X
GEN= T2 (r; 2).

1+ Aa(t)

Ci(x7,1) = M(DCy(x7 1),
Ca(x; 1) = A(DCy (x5 1),

as well as (see the Appendix)

X7 = Ty,
Inlay 1) = Dh(xy 1),

Aty =ay — b, Aty = a; — be™"



Uktad dwumembranowy
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Uktad dwumembranowy
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Poréwnanie rozwigzan

PHYSICAL REVIEW E 86. 021108 (2012)

First-passage time for subdiffusion: The nonadditive entropy approach versus the fractional model

Tadeusz Kosztolowicz"
Institute of Physics, Jan Kochanowski University, ul. Swigtokrzyska 15, 25-406 Kielce, Poland

Katarzyna D. Lewandowskal
Department of Radiological Informatics and Statistics, Medical University of Gdarisk, ul. Tuwima 15, 80-210 Gdarisk, Poland
(Received 14 May 2012; published 10 August 2012)

IP(x.1) 2P (x,1)
= Q[ Pl——,
B Q[P FE

a-r

E=1
Wsm| P = (f P’dx)



Poréwnanie rozwigzan

Gsml(x,1:x0)
1

_ 1 {lirrfl:{x—xo)z}
T 2D.0r — DA, | 2D,(3r — Dr* |,

0.01 .
r=0.64, Dy=5 ,ll

0.008| B
;c D006 a=05. =10 7
8
>
~ 0.004 =

=07, t=10"
0.002
500




Poréwnanie rozwigzan

tiz,)

Gz,

0.06

0.04

0.02]

r = 3.008¢° — 5.471a* 4 3.768¢°
—0.8692 4 0.101a + 0.463.

a=0.7, Dy=5, r=0.64

SERME

o= e
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